12 - Kombinatorik & Betragsungleichungen
Vorkurs Mathematik SoSe 2022 @ Heute:

» Kurze Einflhrung in die Kombinatorik

» Betragsgleichungen

Lukas MUrmann

» Betragsungleichungen
Fakultat Informatik - Lehrstuhl 7 - TU Dortmund

24.03.2022

1/19 2/19

Kombinatorik Einfilihrung Kombinatorik Einfihrung
Schaubild und Beispiele Schaubild und Beispiele

Kombinatorik

@ Bei der Kombinatorik handelt es sich um ein Teilgebiet
der Mathematik.

@ Es behandelt unter anderem Methoden zu Bestimmung

Kom b| nato rl k der moglichen Anordnungen von Objekten.

@ Wir beschaftigen uns heute kurz mit der sogennanten
abzahlbaren Kombinatorik.

@ Daflr mussen wir uns unter anderem mit den
Grundbegriffen Permutation, Variation und
Kombination vertraut machen.
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Permutation, Variation und Kombination

@ Betrachten wir flr das Verstandnis der Begriffe eine

Grundmenge von Objekten, die wir anordnen maochten.

@ Eine Permutation ist die Anordnung aller Elemente der

Grundmenge.

@ Betrachten wir nun eine Auswahl von Elementen aus der

Grundmenge:

» Spielt die Reihenfolge der Elemente der Auswahl eine
Rolle, so handelt es sich bei der Auswahl um eine
Variation (geordnete Stichprobe).

» Ist die Reihenfolge in der Auswahl bzw. Stichprobe zu
vernachlassigen, so handelt es sich bei der Auswahl um
eine Kombination.
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Erklarung Schaubild

Das Schaubild zeigt, wie man fur eine Menge mit n Elementen
die Anzahl der mdglichen Anordnungen bestimmmt.

Dabei kommt es unter anderem darauf an, ob man alle n
Elemente betrachtet oder nur eine Auswahl von k Elementen.

Der Binomialkoeffizient (Z) ist eine mathematische Funktion.

Diese findet vor allem in der Stochastik, insbesondere in der
Kombinatorik Anwendung.

Es qgilt:
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Schaubild der Kombinatorik

( Gegeben sei eine n-Menge )

Permutation

Elemente un-
terscheidbar
(mehrfach)?

Elemente un-
terscheidbar
(mehrfach)?

Elemente un-
terscheidbar
(mehrfach)?

mit ohne mit ohne mit ohne
Wieder- Wieder- || Wieder- Wieder- || Wieder- Wieder-
holung holung holung holung holung holung
n+k—1 n P n! n!
n et n!
Kk k n—K!  kik!.. k!

Sonderfall k = n
(wobei 0! := 1)
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Beispiel mogliche Anordnungen

Aufgabe: Wie viele dreistellige Zahlen kann man aus den Ziffern
7,8,9 bilden? (Ziffern dirfen mehrfach vorkommen)

@ Da die Reihenfolge bei der Bildung der dreistelligen Zahl eine
Rolle spielt, haben wir eine Variation mit n = k = 3.

@ Wir durfen Ziffern mehrfach benutzen, sodass eine
Wiederholung vorliegt.

@ Wir nutzen die entsprechende Formel aus dem Schaubild und
erhalten: nk = 33 =27

@ Antwort: Es lassen sich 27 verschiedene Zahlen bilden.
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Definition Abstand zweier Zahlen

Definition Betrag

@ Die Betragsfunktion kennt ihr bereits:

Definition 12.1 Betrag

Fir a € R wird der Absolutbetrag von a (auch Betrag genannt)
wie folgt abschnittsweise definiert (als Symbol schreibt man |a|):

a] = a falls a >0
] —a fallsa<0

@ der Betrag einer reellen Zahl ist stets positiv oder 0.
@ Somit gilt |a] € Ry fir alle a € R.

@ Anschaulich beschreibt |a| den Abstand von a zu 0.

Beispiele:

5l=5  |-1=—(-1)=1  [1-4]=|-3[=—(-3)=3
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Abstand bei variablen Zahlen

@ Aus |1 — 4| = | — 3| = 3 erkennen wir, dass mithilfe des Betrags
der Abstand von zwei beliebigen reellen Zahlen bestimmt

werden kann.

Definition 12.2 Abstand zweier Zahlen durch den Betrag
Fir a,b € R wird durch

falls a—b>0
falls a—b <0

|a—b|:{ a—b>b
—(a—»b)

der Abstand zwischen a und b (auf dem Zahlenstrahl bzgl. R)
abschnittsweise definiert.

@ Mit b = 0 erhalten wir wieder die vorherige Definition.

@ Es naturlich einfach |a — b| zu berechnen, wenn a und b bereits
bekannt sind.

@ Schwieriger wird es, wenn im Betrag variable Zahlen stehen:
Beispiel 12.1 Betragsgleichung
Aufgabe: Bestimmen Sie alle x € R, die |x + 3| = 1 erfillen.
@ Die Aufgabe kann man leicht als Abstandsproblem definieren:
x+3| =[x~ (=3)| =1

@ Wir suchen also alle x € R, die zu —3 den Abstand 1 auf dem
Zahlenstrahl besitzen.

Beispiel:

|—-4+2| = |2—4| — Gesucht: Abstand von @ =2 zu b = 4 also [2—4| = 2

@ Das sind hier offensichtlich die Zahlen —2 und —4

@ Wir geben die Loésungsmenge der Betragsgleichung an:

L={-2,-4}
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Losung von Betragsgleichungen Losung von Betragsgleichungen

Bemerkung 12.1 Auflésen der Betragsfunktion

Eine Fallunterscheidung der Betragsgleichung hat zwei Falle:

1. Fall: Im Innern des Betrags (zwischen den Betragsstrichen)

@ Betragsgleichungen lassen sich nicht immer einfach
steht etwas > 0

anschaulich losen.

@ Allgemein I5st man den Betrag auf, indem man eine » Hier kann man die Betragsstriche dann weglassen und die
Fallunterscheidung durchfiihrt. Gleichung wie gewohnt ohne Betrage |6sen.

@ Denn die Betragsfunktion ist ja per Fallunterscheidung 2. Fall: Im Innern des Betrags (zwischen den Betragsstrichen)
(a > 0 bzw. a < 0) definiert! steht etwas < 0

@ Danach kann man fir jeden Fall eine Losungsmenge

» Hier lasst man den Betrag ebenfalls weg, schreibt dann
bestimmen und fasst diese am Ende zusammen.

aber (-1) vor den Ausdruck (negiert diesen) und |ost die
Gleichung ohne Betrage.

@ Hinweis: Das Innere eines Betrags nennt man auch das

Argument des Betrags.
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@ Etwas komplizierter wird es noch, wenn man statt mit
Gleichungen mit Ungleichungen rechnet.

@ Dann erhalt man keine Betragsgleichung, sondern eine

-- " n Betragsungleichung:
Bemerkung 12.2 Uberprifung der Losungsmengen

@ Bsp.: Finde alle x € R, die die folgende Ungleichung erflllen:

Wichtig bei Betragsgleichungen:

@ Uberpriift immer, ob die Lésung eines Falles auch die 2+x—-3[<3
Bedingung des Falles erfullt!
@ Falls nicht, dann gehért diese Lésung nicht zur Lésungsmenge. @ Wie rechnet man noch mal mit Ungleichungen?

@ Eigentlich genau so wie mit Gleichungen aul3er einer
Besonderheit:

» Beim Multiplizieren bzw. Dividieren von beiden Seiten der
Ungleichung mit einer negativen Zahl dreht sich das
Ungleichheitszeichen (egal welches) um.
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@ Um mit Betragsungleichungen rechnen zu kénnen, schauen wir Satz 10.1 Regeln fir Betrage (Forsetzung)

uns im Folgenden ein paar wichtige Regeln dazu an. Seien a,b € R, dann gilt:

Satz 10.1 Regeln fiir Betrage 4) Es gilt immer:

Seien a, b € R, dann gilt:

a < |a|

1) Positive Definitheit: 5) Zwei wichtige Aquivalenzen:

la| =0
a la| <b < —-b<a<b
al=0 < a=0

la| >b < a>bodera<b

2) Positive Homogenitat: /
Beispiele:
la-b| = |a] - |b| x| <3 = —3<x<3
3) Dreiecksungleichung: x| <5 <= -5<x<5
la+b| < |a| + |b| x| >3 <= x> 3 oderx < -3
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